Ciélculo de um integral definido envolvendo arcsin \/z no
numerador e um polinédmio quartico no denominador

Questaomath.stackexchange.com/q/683454/752, em math.stackexchange.
com e minha resposta math.stackexchange.com/a/686312/752.

Q. Determinacao de

=223 + 222 —x + 1

I / ! arcsin y/z dz
0

R. A forma como, a partir de I, obteve o integral

o] — /1 arcsin \/z + arcsin /1 —
0

d
=223 + 222 —x + 1 v

é um passo importante para achar a solucao. Usando a substituicao
u = x—1/2 consegui desenvolver o integrando em duas fracgoes parciais
cujo denominador é um polinémio quadratico. Seja

J—2[—/1 arcsin y/x + arcsin /1 — x
0

d 1
ad — 223 + 222 —x + 1 v (1)

Para 0 <z <1 tem-se

arcsin\/z + arcsin V1 — z = g (2)

Assim
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it =200+ 20° —xw + 1 2
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~ 16 d 3
7T/0 160 + 8u2 + 13 (3)

O polinémio do denominador pode factorizar-se como segue

16u* +8u* +13 = 16[(u — w)(u — up)] [(u — us)(u — uy)]
= [Au = un)(u — ug)] [4(u — us)(u — ug)]
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em que ug, k =1,2,3,4 sao as raizes

1 — 1 —
1 1
uy = S\ -1-iVI2 w= g —1—iV12

Dado que

4w —uy)(u—up) = 4u?—2\/—2+2V13u+ V13
A(u—us)(u —uy) = 4u+2\/—2+2V13u+ V13

obtem-se
16u* +8u® + 13 = (4u® — 21/ -2+ 2V 13u+ V13)

X (4u? + 20/ =2 4 2v/13u + V13)

pelo que podemos desenvolver o integrando em fracgoes parciais
1 1

16u® + 8u? +13 Au? — 21/ =2 + 2y/13u + /13

1
w2/ 21 2 But VI
1 V=24 2V13(V13 + 13)u — 124/13
312 42 —2y/—24 2v/1Bu+ VI3
Ll V2 2v/13(V13 + 13)u + 12¢/13
312 gu2 4+ 2/~2+ 2v/13u + VI3

Assim

J:

2 /1/2 V=21 2VB(VIB + 13)u— 12V3

39 Jo 4u? — 24/ =2+ 2y/13u + V13
2_7r/1/2 V=24 2VI3(VI3 + 13)u — 12V13
39 Jo 4u2+2\/T2\/1_3u+\/1—3

Desta maneira a determinacao de J reduz-se a de dois integrais de
fungdes racionais da forma (ver a entrada “List of integrals of rational
functions” da Wikipedia )

(4)

/1/2 mu+n my | 2 4 put ‘+2an—21m ; 2au+b |
——— = —In|au U+ ¢| + ——= arctan ——
o aul+but+c 2a av'dac — b? Vdac —b? |,



em que

dac — b =4 x4 x V13 = (2\/ -2+ 2V13)2 =8/13+8 > 0

Obtive

S VBB B, 14V 2+ 2VI3+ VI3
2 312 1—vV—2+2V/13+ 13
2(—2 +2v13)(V13 + 13)7 12
T avaram A a7 Vi)
~ 0,90052 (5)
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